Grundlagen

1. Aufgabe:

Seien A, B, C Mengen und a, b, ¢ logische Aussagen.

a)

P({0}) = {0, {0}}

P(0) = {0}
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P({4,{4,6},6}) = {0, {4}, {{4,6}},{6},{4,{4,6}},{4,6},{{4,6},6},{4,{4,6},6}}

b) {n € N| Es existiert ein m € N so, dass n =3 -m + 1 gilt}

¢) Behauptung: Es gilt (AUB)\ C = (A\C)U (B\C).

Beweis: Sei z € (AU B)\ C. Dann liegt « in A oder in B, aber nicht in C. Das heifit, = liegt in A\ C
oder in B\ C und damit gilt z € (A\ C)U (B \ C), woraus (AU B)\ C C (A\ C)U (B\ C) folgt.

Sei nun z € (A\ C)U(B\ C). Dann liegt z in A, aber nicht in C oder in B, aber nicht in C, das heif}t,
x liegt in A oder in B, aber auf in jedem Fall nicht in C. Insgesamt folgt x € (AU B) \ C und damit

d)

f)

schliefflich die Behauptung.

Behauptung: ((a Vv

Beweis: Es ist

(aV=(bAa))A(cV (dVe))
S (aV-bV—a)A(cV(dVe))

< 1A (ev(dVc)

& ceVd.

Behauptung: Im Allgemeinen gilt nicht a A (bV ¢) & (a AD) Ve

Beweis: Es ist
an(bVe)

=(bAa)) A(cV(dVc))) ist dquivalent zu (c V d).

t

=

< (@ Ab)V (aAc). Seien nun c die Aussage "z ist eine reelle Zahl" und a die Aussage "z ist eine
natiirliche Zahl". Dann ist ¢ verschieden von a A ¢, denn a A ¢ ist ist die Aussage: "z ist eine natiirliche

Zahl".

Behauptung: Es ist =(a V ((a V b) A b)) dquivalent zu —a A —b.

Beweis: Es ist

~(aV ((aVb)AD))

Absorptionsgesetz

& —a A b

—(a Vv b)



g) Behauptung: Es ist (ma AbA —¢) V (aVb) A (ma V —¢) dquivalent zu (a A —c) V (b A —a).

Beweis: Es ist
(ma AbA =)V (aVb)A(—aV—c)
S (maANbA-C)VaA(—aV-e) VA (—aV —e)

S (maANbA=Cc)VaA-aVah-cVbA-aVbA-c
(maANbA=C)V (BA-C)VaA-cVbA-a
(maVbA=c)AN(bA=-Cc)V (bA-C)VaA-cVbA-a
(maV (bA-C))AN(bA-C)VaA—cVbA-a
(bA=¢)V (aN=c)V (bA-a)
(bA=c)A(aV-a)V(aN-e)V (bA-a)
(bA-c)ANaV (bA=c)AN—aV (aA—c)V (bA —a)
(bA-cAha)V(bA—=cA=a)V(aA—c)V(bA —a)
(bA=cANa)V(aA=c)V (bA-cA—-a)V(bA—a)
(aN—c)V (bA—a)

R A B
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VERBINDET

1. Aufgabe:

Es seien (R, +,-) ein kommutativer Ring mit 1 und (G, -) eine Gruppe. Sei g € G.
Beweise oder widerlege die folgenden Aussagen.

a) (g71) =g

b) Falls G nur 3 Elemente hat, ist G kommutativ.

¢) R hat genau dann mindestens 2 Elemente, wenn 1 # 0 gilt.

d) Wir definieren fiir ein festes a € R\ {0} die Abbildung ¢ : R — R mit ¢(z) := ax fiir x € R. Falls R
keine nicht-trivialen Nullteiler enthélt, dann ist ¢ injektiv.
Losung:

1

1 =1, also ist ¢ das Inverse zu ¢~ !.

a) Es ist laut Vorlesung 9 g =99

b) Sei G ={1,a,b}. Da G eine Gruppe ist, liegt ab wieder in G. Angenommen ab = a, dann folgt durch
Multiplikation von a~!, dass b = 1 ist, aber dann G nicht mehr 3 Elemente. Analog folgt a = 1, falls
ab = b ist. Somit ist ab =1 und a und b sind zu einander invers, also gilt auch ba =1 = ab.

c) Falls in R gilt 1 # 0, dann liegen offensichtlich zwei verschiedene Elemente in R und somit ist |R| > 2.
Nun habe R mindestens 2 Elemente. Angenommen 0 = 1. Dann sei e := 0 =1 und sei ¢ € K \ {0}.
Dann gilt ae = a und wegen Satz I11.9 gilt aber auch ae = 0 und somit ist a = 0, aber das ist ein
Widerspruch. Also gilt 1 # 0.

d) Seien y,z € R so, dass ¢(x) = ¢(y) ist. Dann ist axz = ay und da R ein Ring ist, existiert das additive
Inverse zu ay, somit folgt az — ay = 0. Mit dem Distributivgesetz ergibt sich a(z —y) = 0. Da R
nullteilerfrei ist und a # 0 ist, muss x — y = 0 gelten. Daraus folgt aber x = y. Also ist ¢ injektiv.

2. Aufgabe:

a) Sei E:={z=a+bi€C|abeR, |z2|:=Va?+b> = 1}. Zeige, dass (E,-) eine Untergruppe von
(C\ {0},) ist beziiglich der Standardmultiplikation in C.

b) Zeige, dass F := {p € Q[t] | I ap,a2,04 € Q : p = ap + aat?® + aut?} eine kommutative Gruppe
beziiglich der Polynomaddition bildet.

Losung:

a) Wir benutzen Satz IIL5 der Vorlesung. Es ist offensichtlich £ C C\ {0}. Weiter ist |1] = |1 4 0¢| =
V12402 =1 und damit ist 1 € £ und E # 0.
Seien x :=a 4+ bi, y:=c+di € F, dann ist

|z - y| = |ac — bd + (ad + be)i| = /(ac — bd)2 + (ad + be)?
= Va2¢2 + b2d2? — 2abed + a2d? + b2c2 + 2abed = v/ a2c2 + b2d? + a2d? + b2c2
= Va2 + a2 + 022 + B2d? = \/a?(2 + d?) + b2(2 + d?)
= (a2 + ) (2 +d?) = /(a2 +b2)\/(2+d?)=1-1=1.




Also ist x -y € F.

Betrachten wir das Inverse Element zu z in C, dann ist 2 =% = e ﬁi (siehe Beispiel I111.20). Da
aber gilt Va2 + b2 = 1 folgt auch, dass a® + b> = 1 ist. Damit ist |27} = |a — bi| = |a + bi| = |x| = 1.
Damit ist auch 2=! € F und insgesamt ist E eine Untergruppe von C\ {0} beziiglich der Multiplikation.

b) Es ist F' eine Teilmenge von Q[t]. Wir benutzen wieder Satz IIL.5 und zeigen, dass (F,+) eine Unter-
gruppe von (Qt],+) ist. (Dann wissen wir auch, dass (F,+) eine Gruppe ist, konnen uns aber z.B.
den Nachweis der Assoziativitit sparen.)

Zuerst ist das Nullpolynom in F enthalten, da wir ag = s = a4 = 0 wihlen konnen. Somit ist F' # ).
Seien nun p, ¢ € F und g, s, a4, Bo, B2, Ba € Q so, dass p = ag + ast? + ayt* und q¢ = By + Bot? + Bat*
ist. Dann ist

P+ q=ap+ ast? + agt* + Bo + Bat® + Bat* = ag + Bo + (qa + B2)t? + (ay + Ba)t* € F.

Denn fiir alle i € {0,2,4} ist a;+5; € Q. (Q selbst ist ein Kérper und damit insbesondere abgeschlossen
unter Addition.)

Ebenso ist fiir alle i € {0,2,4} auch —qa; € Q, damit ist § := —ag + (—a2)t? + (—ay)t* € F. Weiter
ist p+p = ap + ast? + ast’ + (—ag) + (—a2)t? + ()t = ag — ag + (a2 — a2)t® + (as — ag)t* = 0.
Damit ist p das Inverse zu p.

Dass die Gruppe F kommutativ ist, folgt ebenfalls daher, dass sie eine Untergruppe von Q[t] ist. Wenn
in Q[t] je zwei Elemente miteinander vertauschen, dann gilt das erst recht fiir eine Teilmenge von Q[t].

3. Aufgabe:

Sei (G, -) eine Gruppe und sei g € G fest. Wir definieren eine Abbildung ¢ : G — G wie folgt: Fiir alley € G
sei ¢(y) =g~ '-y-g. Zeige, dass ¢ ein Gruppenhomomorphismus von G in sich selbst ist.

Bewirkt o : G — G mit a(y) = g-y-g~! fiir alle y € G auch einen Gruppenhomomorphismus? Welche
Eigenschaft muss fiir die Gruppe gelten, damit ¢ fir jedes g € G stets die identische Abbildung auf G ist?

Bonus: Zeige, dass ¢ bijektiv (also ein Isomorphismus) ist.

1 1

Losung: Seien z,y € G, dann ist ¢(xy) = g~ 199 'yg = ¢(x)¢(y). Somit ist f ein Homomor-
phismus.

Angenommen es gilt ¢(z) = ¢(y), dann ist g~lzg = g~ lyg. Durch Multiplikation von links mit g und von
rechts mit ¢g~! erhdlt man nun = = y. Also ist ¢ injektiv.

Sei nun a € G beliebig, dann setze b := gag~!. Nun ist ¢(b) = g~ 1bg = g~ 'gag—'g = a. Damit ist ¢ auch
surjektiv. Insgesamt ist ¢ also ein Isomorphismus.

Auch fiir o kann man mit einem analogen Beweis zeigen, dass man einen Gruppenisomorphismus erhélt.

Falls die Gruppe kommutativ ist, ist fiir alle y € G ¢(y) = g 'yg =yg tg = y.

ryg =g

1

4. Aufgabe:

Gib jeweils ein Beispiel an fiir die folgenden algebraischen Strukturen:

a) Ein Korper mit genau 5 Elementen.

b) Ein Ring mit 1, der nicht kommutativ ist.

c) Ein kommutativer Ring ohne 1, der mindestens 2 Elemente besitzt.
Losung:

a) Z/5Z

b) R™" fir n > 2

c) 27, 3Z, 4Z.,...
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1. Aufgabe:

Stellen Sie folgende zwei Matrizen als Multiplikation von Elementarmatrizen dar

3 1 3 1 a a2
A=12 3 1| eR33, B=l|a a* 1| eQ® mitacq.
3 2 3 a2 1 a

31 3] 31 3 31 3 3 0 3 ‘
9 3 1| 92GY g g | Y g g q| ) e o q| MOLY"
3 2 3 01 0 01 0 01 0

Lo, o froa), o foo 1], 1o 0], 100
2 0 1| 2 1 0 o] " 1 0 0 =210 0 1| 210 1 0
01 0 01 0 01 0 01 0 00 1

Das Resultat
Py 5% Py g% G172(—1)T % G,2(—1) % M;(1/3) * Gl73(—1)T * Ggﬁg(—g)T xGra(—1)xA=1I3
lasst sich umformen zu
A=Gi301)*Ga3(3) " *G13(1) " * M1(3) * G12(1) % G12(1) " % Prox Py

Fir die 2. Matrix formen wir um mit a # 1

Ga3(—a) Cl G aca [0 @ anasa—ays |E@
a a® 1| 25 e @2 1| T 0 0 1-a3 5" 0 0
a? 1 a 0 1—-a3 0 0 1-—a3 0 0 1—-dd
N 2 1 0 a2 10 0
Mfasa)e [ | Gl g g | e g g |
01 0 01 0 01 0

und erhalten in diesem Fall
B = Ga3(a)* Gya(a) * My(1 —a®)  M3(1 —a®) + G13(a)" *Gra(a®)" * Pay

Fir a = 1 erhalten wir nach den 1. zwei Schritten die Matrix

11 1
00 0,
00 0

die wir mit den 2 Spaltenumformungen *Gl,g(—l)T *Gr3(—1)T in Ey 1 umformen. Also gilt fiir a =1

Gl,g(—l) * G273(—1) * B x G’172(—1)T * Gl’g(—l)T = E171
=N B=Go3(1)xGio(1)* E11 %G1 3(1) " %+ Gio(1)7



2. Aufgabe:

Seien gegeben

5 3 4 2
B= |4 1| eR*? ¢ =|-1]|, c=|3
2 4 10 2

a) Bestimmen Sie die Treppennormalform von B, [B, ¢;] und [B, ca].
b) Geben Sie die zwei Losungsmengen L£(B,¢;) von Bx = ¢;,1 € {1,2}, an.

a) Wir formen [B, ¢y, ¢o] gleichzeitig in Treppennormalform um

5 3 4 2 S5 3 4 4 4 2
401 —1 3] P g r a1 | MY g 13 pyp| GG
2 4 10 2 2 4 10 2 2 4 10 2
53 4 2 - [5 0 =5 11/7] 1 0 -1 11/35
01 3 17| 01 3 7| M0 o1 30—y
2 0 —2 10/7 2 0 -2 10/7] 2 0 —2 10/7
i [L O —1o11/35) o [L 0 11135
- 01 3 —1/7] =710 1 3 -—1/7
00 0 4/5 0o o0 0 1
Die Treppennormalformen von B, [B, ¢1] und [B, ¢3] sind
10 10 -1 1 0 11/35
0 1 01 3 01 -1/7
00 00 0 00 1

b) Da Rang(B) = 2 =Rang(B, ¢;) gilt, hat das lineare Gleichungssystem Bz = ¢; eine eindeutige Losung

und zwar
s -{[3]

Da Rang(B) = 2 # 3 =Rang(B, ¢2) gilt, hat das Gleichungssystem Bz = ¢y keine Losung. Es ist £(B, ca) =
0.

3. Aufgabe:

Seien gegeben

4 4 12 16 4
A=|-2 -1 3 =3| eR®*, b= |3| eR?
2 2 6 8 2

a) Bestimmen Sie die Losungsmenge £(A,0) des homogenen linearen Gleichungssystems Az = 0.
] T

b) Zeigen Sie, dass z = [1, 1,1,—1| eine Losung von Az = b.

c¢) Geben Sie die Losungsmenge £(A4,b) nur mit Hilfe von a) und b) an.



a) Wir erzeugen die Treppennormalform von A

4 4 12 16 1 1 3 4

My (1/4)x* G1,2(2)x* 113 4 G1,3(—2)*
-2 -1 3 =3| -4 2 -1 3 —3| =2 0 1 9 5| "
2 2 6 8 2 2 6 8 2 2 6 8
11 3 4 .
01 9 5| G2
0 0 0 O
1 0 -6 -1
01 9 5
0O 0 O 0
Damit ist .
[,(A,O) = {[:El,xg,x3,l‘4] S R4 | r1 = 6x3 + T4, T2 = —923 — 55!34}
b) Es gilt
4 4 12 16 1 4+4+12—-16 4
Axx=1]1-2 -1 3 =3| % 1= —2—-1+3+3| =13
2 2 6 8 . 24+2+6-8 2

Damit ist x € L(A, D).
¢) Nach Vorlesung ist £(A,b) = 2 + L(A,0), wenn = € L(A,b). Damit

L(A,b) = {[:pl,xrz,xg,uf ERY| (21— 1) = 6(z3 — 1) + (24 + 1), (w3 — 1) = —9(x5 — 1) — 5(z4 + 1)}

= {[1‘1,.’1)2,1‘3,.%‘4]T e R* | 1 :6x3+m4—4,x2:—9x3—5x4+5}

4. Aufgabe:

Bestimmen Sie den Rang von

2 0 4 2 1 2 1
A= |1 3 5 4| eR*4 B= 1|2 0 1| € (z/3z)*3,
2 0 a 2 2 b 0
B t t+1 2 3,2
wd =g 2o | €RI
in Abhéngigkeit von a € R, b € Z/3Z und p € R [t].
Man formt um
2042 2042 20 4 2
13 5 4 =710 3 3 3| 2 03 3 3
2 0 a 2 2 0 a 2 0 0 a—4 0
Da kann man schon erkennen, dass fiir a # 4 der Rang von A drei ist und fiir a = 4 ist er zwei.



Fiir b =0und b = 1 gilt 2b + 2 # 0 und damit Rang(B) = 3. Fir b = 2 gilt 2b + 2 = 0 und damit
Rang(B) = 2.

C

B t t+1 2| Gio(—t—2)x |t t+1 2
TP 42t t243t+2 p 0 0 p—2t—4

Damit ist fiir p(¢) = 2t + 4 der Rang von C eins und ansonsten zwei.

5. Aufgabe:

Kreuzen Sie alle wahren Aussagen an.

X Ein homogenes lineares Gleichungssystem Az = 0 mit A € K™™, n > m, ist immer 16sbar.

Richtig, da 0 € K™ immer Losung des homogenen LGS ist.

O Ein lineares Gleichungssystem Az = b mit A € K™™ b € K™, n > m, kann keine eindeutige Losung
haben.
Falsch, wie man in 3c) bei Bz = ¢; sieht.

[0 Jedes lineare Gleichungssystem Az = b mit A € K™ b € K™, das mindestens 2 Losungen hat, hat
auch unendlich viele Losungen.
Falsch, wenn K nur endlich viele Elemente hat.

X Wenn ein Gleichungssystem Az = b mit A € K™™ b € K", n > m, genau eine Losung hat, muss
Rang(A) = m gelten.
Richtig.

O Sei die Treppennormalform von [A[b] € R3¢

1 2 0 3 0]6
001 -1 03
000 0 110

Dann hat das lineare Gleichungssystem Az = b die Lésungsmenge
L(A,b) = {[$1,$2,.’E3,$471’5]T ERS |2y =6 — 22y — 324,23 =3 — 24,05 = 0}

Falsch, es miisste x3 = 3 + x4 heiflen.



